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Resumo

O presente estudo trata sobre a Geometria do Origami, resolucéo do problema da duplicacéo do
cubo e da trissec¢do do angulo. No sentido de encontrar resposta para tal questao, propomos em
alcangar o seguinte objetivo geral: conhecer os axiomas de Huzita-Hatore para resolver os
problemas da duplicac¢do do cubo e da trisse¢do de um angulo, quanto aos objetivos especificos:
1) a formacdo tedrica e metodolégica dos axiomas de Huzita-Hatore para resolver os problemas
da duplicacéo do cubo e da trissec¢do de um angulo; 2) interpretar os axiomas de Huzita- Hatore
para resolver os problemas da duplica¢do do cubo e da trissec¢do de um &ngulo e 3) resolver de
forma metodologica os proplemas da duplicéo do cubo e da tricesse¢do de um angulo para chegar
até a resolucdo da equacéo cubica, onde optou-se por uma pesquisa bibleografica. Na pesquisa
buscou-se, principalmente, suporte tedrico os postulados escritos por Euclides de Alexandria.

Abstract

The present study is about Origami Geometry, solving the problem of doubling the cube and the
angle trisection. In order to find an answer to this question, we propose to achieve the following
general objective: to know the Huzita-Hatore axioms to solve the problems of doubling the cube
and the trisection of an angle, regarding the specific objectives: 1) theoretical and methodological
analysis of the Huzita-Hatore axioms to solve the problems of doubling the cube and the trisection
of an angle; 2) interpret the Huzita-Hatore axioms to solve the problems of doubling the cube and
the trisection of an angle and 3) solving methodically the proplemas of doubling the cube and
tricessection of an angle to arrive at the solution of the cubic equation , where a Bible study was
chosen. The research sought mainly theoretical support for the postulates written by Euclides of
Alexandria.
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INTRODUCAO

A Geometria estéa presente na vida cotidiana de todo cidaddo. A todo o momento
estamos utilizando conhecimentos geométricos em nossos afazeres. O estudo da
Geometria € indispensavel para o pleno desenvolvimento do ser humano, pois ajuda na
compreensdo do mundo, desenvolve o raciocinio logico e proporciona um melhor
entendimento de outras areas do conhecimento, devido a grande importancia que ela
assume no cotidiano do individuo. Esta importancia amplia a fronteira de conhecimento
dos estudantes, facilitando na compreensdo dos conceitos e das propriedades
geométricas e sdo uma fonte muito rica de problemas estimulantes. Para os antigos
gregos e egipcios eram ferramentas Uteis. Na Grécia antiga, berco da Geometria
enquanto ciéncia dedutiva, os sabios gregos depararam-se com enigmas que incidiam
na busca da resolucdo de certos problemas com régua e compasso. Entre estes,
ressaltamos os problemas da duplicacdo do cubo e da trisseccdo de um angulo, cuja

impossibilidade de resolucéo sé foi provada no século XIX.

Os chineses inventaram o papel e, na idade média, no Japdo, comegou a ser
desenvolvido um conjunto de técnicas de dobragens de papel, designado por Origami,
gue permitiam a construcdo de figuras com uma grande beleza estética. Ja no século XX,
estas técnicas despertaram o interesse de diversos matematicos como: Humiaka Huzita,
Kochiro Hatori e Robert Lang fixaram o sistema axiomatico para as constru¢es com
dobragens. Do ponto de vista matematico, muito do interesse pelo Origami deve-se ao
facto de ele possibilitar, através das sete operacdes basicas 0s axiomas de Huzita-Hatori,
a resolucgdo dos problemas classicos da duplicacdo do cubo e da trisseccdo de um angulo.
Mais geralmente, da-nos critérios para decidir que nimeros sdo construtiveis com

Origami.

A fim de atingir os objetivos a que nos propusemos, este artigo esta estruturado
da seguinte forma: No primeiro capitulo, apresenta-se um breve historico da geometria
visando compreender sua trajetoria até os dias atuais. Os principais autores que

embasaram este capitulo foram Eves (1997) e Boyer (1974).

No segundo capitulo, “Para que ensinar geometria! Que caminhos?”, ressalta-se a
importancia da geometria, procurando apresenta-la como uma ferramenta para auxiliar os
estudantes a compreenderem, descrever o espaco onde vive, construir 0 pensamento

I6gico.
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Pode-se dizer que a geometria desenvolve habilidades e competéncias para a
melhor compreens&o na resolucao de problemas, possibilita ainda uma interpretacdo mais
clara de conceitos matematicos. A geometria estd presente em diferentes etapas do
desenvolvimento do ser humano. Na pesquisa buscou-se, principalmente, suporte teérico
em Fainguelernt (1999) e Fonseca (2001).

No terceiro capitulo busca-se analisar e interpretar sobre as definicGes e 0s
axiomas do origami propriamente dito axioma de Huzita- Hatori.

No quarto capitulo faz-se um estudo sobre a resolucdo dos problemas da
duplicacdo do cubo e da trissecdo de um angulo, com base no referencial tedrico
assumido, elaboramos um texto conclusivo, buscando responder aos objetivos propostos

nesta pesquisa.

1. GEOMETRIA E AHISTORIA DA MATEMATICA

Os primeiros conhecimentos geométricos que o homem teve, a respeito da
geometria partiram das necessidades em compreender melhor o meio onde vivia. Motivo
este que talvez justifique a origem da sua palavra, pois o termo “geometria” deriva do
grego geo = terra + metria = medida que significa medicéo de terra.

De acordo com Eves (1997), as primeiras consideracdes feitas a respeito da
geometria sdo muito antigas tendo como origem a simples observacéo e a capacidade de
reconhecer figuras, comparar formas e tamanhos. Um dos primeiros conceitos
geométricos a serem desenvolvidos foi a nocdo de distancia.

Ainda, segundo Eves (1997), foi das necessidades da sociedade, quando o homem
teve de delimitar terras, que teve origem uma geometria caracterizada pelo tragcado de
desenho de formas, formulas, calculo de medidas de comprimento de area, volume, etc.
Foi nessa época que se desenvolveu a nogdo de figuras geométricas como, retangulo,
quadrado e triangulos. Outros conceitos geometricos, como nogdes de paralelismo e
perpendicularidade teriam sido sugeridas pela construcdo de muros e moradias.

Boyer (1974) no livro Historia da Matematica, faz colocacBes que descrevem a
histéria da geometria que vem ao encontro do que diz Eves (1997), também descreve que
a geometria teve sua origem no Egito, e seu surgimento veio da necessidade de fazer
novas medidas de terras apds cada inundacdo anual no vale do rio Nilo. As inundagdes
anuais sobrepunham-se sobre o Delta do referido rio. Ano ap6s ano o Nilo transbordava

seu leito natural, espalhando um rico limo sobre os campos ribeirinhos.
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A inundacéo fazia desaparecer os marcos fixados no ano anterior, de delimitacéo
entre as propriedades de terras. Para demarcarem novamente os limites existiam 0s
"puxadores de corda", (assim chamados devido aos instrumentos de medida e cordas
entrelacadas que usavam para marcar angulos, e determinar as areas de lotes de terrenos,

dividindo-os em retangulos e triangulos).

Os egipcios levavam os direitos de propriedade muito a sério e sem 0S marcos
fronteiricos, tinham inicio muitos conflitos entre individuos e comunidades. Assim, sem
as demarcac0es, os agricultores ndo tinham como saber qual era a sua propriedade, tanto

para o cultivo, quanto para o pagamento de impostos aos governantes.

Segundo Mlodinow (2005), a cobranga de impostos, talvez tenha sido o primeiro
motivo, para o desenvolvimento da geometria, pois 0 governo determinava 0s impostos
da terra baseado na altura da enchente do ano e na area de superficie das propriedades.
Agueles gue se recusavam a pagar podiam ser espancados pelos guardas, até que se

submetessem.

Segundo Boyer (1974), os Egipcios tinham muita habilidade em delimitar terras e
com isso descobriram e utilizaram inimeros principios. Um destes principios era utilizado
para marcar angulos retos, onde usavam cordas cheias de nés equidistantes um do outro,
fazendo assim a divisdo das terras. Essa técnica empirica, para obter resultados

aproximados, mais tarde viria a ser demonstrada pelo teorema de Pitagoras.

E importante lembrar que a geometria, de uma maneira mais rustica, foi utilizada
na Babilonia, na China, entre outros paises. Mas seu uso como ciéncia dedutiva surgiu no

vale do rio Nilo, no Antigo Egito.

Eles diziam que este rei [Sesostris] dividia a terra entre os egipcios de modo a
dar a cada um deles um lote quadrado de igual tamanho e impondo-lhes o
pagamento de um tributo anual. Mas qualquer homem despojado pelo rio de
uma parte de sua terra teria de ir a Sesotris e notificar-lhe o ocorrido. Ele entdo
mandava homens seus observarem e medirem quanto a terra se tornava menor,
para que o proprietario pudesse pagar sobre 0 que restara, proporcionalmente
ao tributo total (Herddoto apud Eves 1997, p.3).

Segundo Eves (1997), nos primérdios, o homem sé considerava problemas
geométricos concretos, onde ndo se observava nenhuma ligacdo, cada problema era
apresentado individualmente, s6 mais tarde que se tornou capaz de observar formas,
tamanhos e relagcdes espaciais de objetos fisicos especificos, e delas extrair certas

propriedades que tinham relagdes com outras observagdes ja vistas. Com isso 0os homens
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da época comecaram a ordenar os problemas geométricos praticos em conjuntos, de tal
forma que podiam ser resolvidos pelo mesmo procedimento. Assim chegou-se a nogéo da

lei ou regra geométrica.

Da prética dos egipcios e Babil6nios, com atividades ligadas a agricultura e
engenharia no antigo Egito, deu-se o primeiro passo para o surgimento da geometria como
ciéncia.

Esse nivel mais elevado do desenvolvimento da natureza da geometria pode
ser chamado “geometria cientifica” uma vez que indugdo, ensaio, erro e
procedimentos empiricos eram instrumentos de descobertas. A geometria
transformou-se num conjunto de receitas praticas e resultados de laboratorio,
alguns corretos e alguns apenas aproximados, referentes a areas, volumes e
relacGes entre figuras sugeridas por objetos fisicos (Eves, 1997, p. 3).

O desenvolvimento da geometria teve como base o povo egipcio e babilénio, mas,
segundo Eves (1997), as mudancas politicas e econdmicas ocorridas nos ultimos seculos
do segundo milénio a.C. diminuiram o poder dessas nacdes, passando 0S
desenvolvimentos posteriores da geometria para os gregos. Para os gregos, os fatos
geométricos deveriam ser estabelecidos, ndo por procedimentos empiricos, mas por
raciocinio dedutivo, eles transformaram a geometria empirica dos egipcios e babil6nios
em geometria demonstrativa.

Para Mlodinow (2005), os gregos valorizavam a busca do conhecimento e foi com
seus matematicos que a geometria foi estabelecida, comecando com Tales de Mileto 640
a.C. e 564 a.C. Tales fez muitas viagens para o Egito, e & passou longos periodos. Em
uma dessas viagens, buscou explicacdes tedricas para o fato dos egipcios construirem as
pirdmides, mas ndo terem conhecimento para medir a sua altura, com isso Tales deduziu
técnicas geométricas, como propriedades de triangulos semelhantes para medir a altura
da piramide de Quéops. Tales foi o primeiro a demonstrar teoremas geométricos, que,
séculos mais tarde, se juntariam com os elementos de Euclides.

Conforme Garbi (2006), outro matematico que contribuiu significativamente para
as descobertas matematicas foi Euclides. Pouco se sabe sobre ele, nem mesmo onde e
quando nasceu e morreu. E possivel que tenha estudado na Academia de Platdo, devido a
semelhanca entre a visdo platbnica do conhecimento e a visdo de Euclides, e pelo

desinteresse em aplicacdes praticas.
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Euclides foi o primeiro a apresentar, a geometria como ciéncia de natureza logica
e dedutiva. Ele ndo se limitou a anunciar um grande ndmero de leis geométricas, mas
preocupou-se em demonstrar esses teoremas. Operava a partir de hipoteses bésicas e, com
seus conhecimentos, adquiridos ao longo do tempo, estabelecem-se o conceito de lugar

geomeétrico.

Euclides escreveu o classico livro: “Os Elementos”, uma série de 13 livros que
serviu de base para o ensino da geometria. Em sua obra, Euclides procurou fazer
afirmacgdes simples que seriam aceitas e entendidas por todas as pessoas, até por

iniciantes.

Os Elementos, de Euclides, o mais antigo livro de matematica ainda em vigor
nos dias de hoje, uma obra que somente perde para a Biblia em nimero de
edicOes e, para muitos, o mais influente livro matematico de todos os tempos
(Garbi, 2006, p.49).
Conforme Eves (1997) Euclides, por volta do ano 300 a.C. coletou e arranjou
proposi¢Oes da geometria plana, apoiando-se num conjunto de cinco postulados, onde

definiu retas paralelas, sendo este conhecido como “Postulado das Paralelas™.

2. PARA QUE ENSINAR GEOMETRIA! QUE CAMINHOS?

Ao observarmos as tarefas realizadas pelos estudantes angolanos no seu dia-a-dia
percebemos que a Matematica é necessaria para executar a maioria das tarefas. Portanto,
€ necessario que, no ensino superior, os estudantes possam fazer experiéncias

matematicas para assim incorpora-las como instrumentos para viver o cotidiano.

A Geometria é parte essencial da Matematica, sua importancia € inquestionavel
tanto pelo ponto de vista pratico quanto pelo aspecto instrumental na organizacdo do
pensamento légico, na construcdo da cidadania, na medida em que a sociedade cada vez
mais se utiliza de conhecimentos cientificos e recursos tecnoldgicos, dos quais 0s

cidad&os devem se aprimorar.

Conforme Fonseca, (2001), ela esta relacionada com a formacdo humana, pois
promove valores culturais e estéticos, onde o aluno poderd compreender e apreciar

construcdes e trabalhos artisticos feitos pelo homem e pela natureza.
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Ja para Fainguelernt (1999), a geometria € usada como ferramenta para
compreender, descrever e interagir com 0 espago em que vivemos; é a parte da
Matematica mais intuitiva, concreta e que tem ligagdo com a realidade, uma ciéncia que
permite ao aluno basear-se em ambientes reais para entender o pensamento geométrico,
pois ela contribui para o desenvolvimento do raciocinio e permite compreender, descrever
e representar, de forma organizada, o mundo em que vive sendo essencial na formagéao

do individuo.

Em conformidade com o autor, a Geometria oferece um vasto campo de idéias e
métodos de muito valor quando se trata do desenvolvimento intelectual dos estudantes,
do seu raciocinio l6gico e da passagem da intuicdo e de dados concretos e experimentais
para 0s processos de absorcdo e generalizacdo, bem como ela é ativa a passagem do

estagio das operacdes concretas para o das operacdes abstratas.

O estudo da geometria € de fundamental importancia para desenvolver o
pensamento espacial e o raciocinio ativado pela visualizagcdo, necessitando recorrer a
intuicdo, a percepc¢do e a representacdo, que sdo habilidades essenciais para leitura do
mundo e para que a visdo da Matematica ndo fique distorcida (Fainguelernt,1999).

Por tanto se pode afirmar que, sem conhecer a Geometria, a interpretacdo do
mundo se torna incompleta. Portanto, pode-se utilizar a Geometria como
facilitador para a compreensdo e resolucdo de questdes de outras reas de
conhecimento humano. Onde se pode afirmar que a missdo dos educadores é
preparar as novas geragdes para 0 mundo em que terdo que viver. Isto quer
dizer proporcionar-lhes o ensino necessario para que adquiram as destrezas e
habilidades que vao necessitar para seu desempenho com comodidade e
eficiéncia no seio da sociedade que enfrentardo ao concluir sua escolaridade
(Santalo, 1996 apud Fainguelernt, 1999, p. 19).

A geometria permite ao estudante o desenvolvimento do pensamento, tornando
capaz de demonstrar, argumentar, descobrir, experimentar e deduzir, e chegar a
conclusdes, onde o seu processo de ensino e aprendizagem da geometria depende das
interacdes do aluno com o meio, pois 0 meio desempenha papel ativo no momento de
aprender a mesma. Assim, as aulas de geometria contribuem para que o aluno identifique
e relacione formas geométricas em diferentes locais. Elas séo vistas e apreciadas em tudo
que nos cerca. Assim para responder os caminhos que a geometria nos proporciona para
a vida do estudante desde o nascimento e € parte integrante do seu desenvolvimento. Vem
auxiliar a Matematica para a compreensdo do mundo real e pode ser ainda, um excelente
meio para que eles indicarem seu nivel de compreensdo, de raciocinio, e de suas
dificuldades.
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As primeiras experiéncias das criancas sdo geométricas e espaciais, ao
tentarem compreender o mundo que as rodeia, ao distinguirem um
objeto de outro, [...]. Aprendendo a movimentar-se de um lugar para
outro, estdo a usar idéias espaciais e geométricas para resolver
problemas. Esta relacdo com a geometria prossegue ao longo da vida.
(Abrantes et. al., 1999 apud Fonseca, 2001, p. 73).

Para Lorenzato (1995), a geometria € um excelente apoio as outras disciplinas,
como interpretacdo de mapas, graficos estatisticos, conceitos de medidas. A imagem
desempenha papel importante na aprendizagem, por isso, as representacfes de tabelas,
férmulas e enunciados, recebem uma interpretacdo mais facil com apoio da geometria,

que pode esclarecer situagdes abstratas, facilitando a comunicacgéo da ideia matematica.

Levando em conta os objetivos para o ensino da geometria, em alguns aspectos
que utilizamos como melhorar a capacidade de medir, de pesquisar regularidades, base
para futuros estudos, valores culturais e estéticos, e sendo a geometria presente em

diferentes etapas do desenvolvimento do ser humano.

3. DEFINICOES E OS AXIOMAS DO ORIGAMI

A palavra Origami surge da juncdo das palavras ori (dobrar) e kami (papel).
Durante muito tempo, 0os métodos de construcdo eram transmitidos oralmente. Em 1787,
foi publicado um livro (Hiden Senbazuru Orikata) que continha, pela primeira vez,

instrucdes escritas para a dobragem de um passaro do Japao.

Figura 1 - Passaro sagrado do Japéo (Tsuru).

Fonte- Internet?

2 Disponivel em: www.abdo.kit.net/ab
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O origami tem muitas variacdes. Na versao mais comum, comega-se com uma
folha de papel quadrada nio marcada. E permitido apenas dobrar sem corte. O objetivo
com a construgdo de origami consiste em localizar precisamente um ou mais pontos no
papel, nas bordas da folha ou no seu interior. Esses pontos de referéncia sdo usados para
definir as dobragens remanescentes que ddo forma ao objeto final. O processo de dobrar
0 modelo cria uma sequéncia de pontos auxiliares ao longo da sua execugédo, que sdo

gerados como intersecoes de retas.

3.1. Desenvolvimento axiomatico do origami
De seguida apresentam-se o0s sete axiomas de Huzita-Hatori, que vieram dar
sustentabilidade a teoria Matemaética do Origami.

“Afirmou que ndo sdo necessarios mais axiomas e publica, numa das suas paginas
da internet, um estudo onde justifica a sua conviccao de que os sete axiomas de Huzita-

Hatori definem o que é possivel construir com dobragens” (Robert Lang, 2003, p. 234).

3.1.1. Os axiomas de Huzita-Hatori

1. Axioma 1: dados dois pontos, P1 e P2, ha uma dobragem que passa pelos dois

pontos.

Figura 8- Axioma 1

P,

P
Fonte- Elaborado pelo Geogebra

Interpretacdo: Corresponde a tracar uma reta por dois pontos dados.

2. Axioma 2: dados dois pontos, P1 e P2, hd uma dobragem que os torna coincidentes.

Figura 9- Axioma 2

Py

P

Fonte- Elaborado pelo Geogebra
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Interpretacdo: Corresponde a tracar a mediatriz de um seguimento dado.

1. Axioma 3: dadas duas rectas, L1 e L2, hd uma dobragem que as torna coincidentes.

Figura 10- Axioma 3

L,

Fonte- Elaborado pelo Geogebra

Interpretacdo: Corresponde a tragar a bissetriz do angulo formado pelas duas retas.

2. Axioma 4: dados um ponto P e uma reta L, hd uma dobragem perpendicular a L

que passa por P.

Figura 11- Axioma 4

P

L

Fonte- Elaborado pelo Geogebra

Interpretacdo: Corresponde a tracar a Unica reta perpendicular a L que passa pelo
ponto P.

3. Axioma 5: dados dois pontos, P1 e P2, e uma reta, L, se a distancia de Py a P> for
igual ou superior distancia de P> a L, ha uma dobragem que faz incidir Prem L e

gue passa por Pa.
Figura 12- Axioma 5
L
P,

e —
P 0/

Fonte- Elaborado pelo Geogebra
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Interpretacdo: Corresponde a marcar sobre a reta L o ponto | de intersecéo entre a

circunferéncia de centro em Pz e raio |P1P2| e areta L.

Figura 13-Interpretacdo do axioma 5

L

I

X N
Py
: 5#1

Fonte- Elaborado pelo Geogebra

Por outro lado, a reta de dobragem é a reta tangente parabola P de foco P e diretriz
L pelo ponto X obtido da seguinte forma: considera-se a perpendicular reta L pelo ponto
| e seja X 0 ponto de intersecdo entre esta reta e a reta da dobragem; uma vez que a reta
da dobragem € a mediatriz do segmento IP1 e passa por X, pelo critério LAL, os triangulos
XIM e XP1M séo congruentes. Logo |XI| = [XP4], isto é, X pertence parabola P.

4. Axioma 6: dados dois pontos, P1 e P2, e duas retas, L1 e Lo, existe uma dobragem

que faz incidir Prem L1 e P2 em Lo.

Figura 14- Axioma 6

L

L,

Py

Py

Fonte- Elaborado pelo Geogebra

Interpretacdo: A reta de dobragem é, simultaneamente, tangente parabola P1 de
foco em Py e diretriz L1 e tangente parabola P> de foco em P2 e diretriz L,. Tal pode

ser facilmente compreendido a partir da observagdo do axioma 5.

5. Axioma 7: Dado um ponto P e duas retas Li e L, se as retas ndo forem paralelas,

h& uma dobragem que faz incidir P em L1 e é perpendicular a Lo.
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Figura 15- Axioma 7

P

D1

L,

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

Interpretacdo: Corresponde a marcar um ponto X de interseccao entre a reta L,
e a reta paralela L2 pelo ponto P. A reta de dobragem é precisamente a mediatriz
do seguimento PX.

4. RESOLUCAO DE EQUACOES CUBICAS COM ORIGAMI

Estuda-se a resolucdo do problema da duplicacéo do cubo e da trisse¢éo do angulo
com Origami. “Algebricamente, estes problemas correspondem a resolver equagoes
cUbicas relacionadas com a tangente comum a duas parabolas. Prova-se mais geralmente
que é possivel construir uma solugdo de qualquer equacdo cubica com Origami”
(Geretschlager, 1995, pp. 257-371).

4.1. Problemas classicos: origem e aspetos historicos

O problema da duplicacdo do cubo consiste em construir a aresta de um cubo cujo
volume é o dobro de um cubo dado e o problema da trissec¢do de um angulo consiste em
dividir um angulo arbitrario em trés partes iguais. Sdo dois dos trés problemas classicos
da matematica grega que tém sido um motivo de inspiracdo dos matematicos desde 0s
tempos de Hippias de Elis (século V a.C.) até aos dias atuais. O mundo origamistico
também tem a sua participacéo nestes dois problemas. Segundo revelam os documentos
antigos, as primeiras alusdes ao surgimento destes problemas remetem a cerca de 429
a.C., quando uma peste exterminou um quarto da populacdo de Atenas. No propdsito de
cessar a peste, os atenienses, desesperados, enviaram uma delegacao para perguntar ao
oraculo de Apolo, em Delos, de que maneira se poderia acabar com a peste. Em resposta,
o oraculo tera respondido que, se duplicassem o altar cibico de Apolo, o problema seria
sanado. Os atenienses dobraram a aresta do altar, pensando que tinham satisfeito a

vontade de Deus, mas de facto multiplicaram o seu volume por oito.
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A prova da impossibilidade da construcdo por régua ndo
graduada e compasso surgiu no século X1X. O argumento final
foi colocado pelo matematico francés Pierre Laurent, em 1837.
No entanto, como vamos ver neste capitulo, € possivel construir
a solucdo para o problema da duplicagdo do cubo e da
trisseccdo do angulo através do Origami (King, 2004, p. 12).

4.2. Resolucéo do problema da duplicacédo do cubo

“A solugdo seguinte foi feita pela primeira vez por Peter
Messer” (Jorge Lucero, 2006, pp. 25-28)°.

Partimos de uma folha quadrada de papel de dimenséo arbitraria e efectuamos os

seguintes passos:
1. Marcar o ponto médio da margem direita da folha quadrada do papel (axioma2).

Fiaura 16 - Ponto médio da maraem direita

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

2. A partir do ponto médio da margem direita da folha quadrada do papel, tracar uma

reta até ao canto inferior esquerdo (axioma 1).

Figura 17-Reta do ponto médio ao canto inferior esquerdo

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

3 Jorge, C. L. (2006) www.mat.unb.br/ Lucero, Departamento de Matematica, Universidade de Brasilia.
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3. Tracar uma diagonal a partir do canto superior esquerdo até ao inferior direito
(axiomal).

Figura 18-Diagonal da folha

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

4. Tragar uma reta perpendicular margem direita a passar pelo ponto de intersec¢éo
(axiomad). Fazer a margem superior coincidir com esta reta perpendicular

(axioma 3). Assim, se pode notar que as linhas dobradas horizontais dividem a folha em
trés partes iguais.

Figura 2-Folha dividida em trés partes iquais

r
) \C/

A

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

5. Dobrar de forma que o ponto A que sobre a margem direita, ponto A°, e o ponto B
sobre a linha horizontal r, ponto B’ (axioma 6). O ponto A" /2 divide a margem

direita na razdo de 1 para 3/2, como de seguida passaremos a demonstrar.

Figura 30 - Resolucdo do problema da duplicacdo do cubo

A’

A

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

Primeiro demonstraremos que a sequéncia de passos de 1 a 5 divide a folha de papel
em trés partes iguais. O seguinte diagrama reproduz o resultado apds o passo 4. Temos
colocado um par de eixos cartesianos x e y, com a origem no canto inferior esquerdo. O
comprimento dos lados da folha é I (ver Fig. 21).
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O ponto C estd mesma distancia das margens inferior e da margem direita, uma vez
que ele se encontra sobre a diagonal do quadrado. Designaremos esta distancia por s.

Portanto, as coordenadas de C sao dadas por:
(XCa yC) = (I - S,S)

Figura 21-Folha ap6s passo 5

-

s

]

l

(67

Fonte: Elaborado pelo Geogebra

As coordenadas do ponto médio D da margem direita séo

Yo 5 yp _ 1
' ta === tan(a) = — = =
n() re l—s () rp 2
[ . -
(xp,yp) = (, 5), podemos entdo dizer que

Igualando as equaces, teremos
s l

I—s 2 logo, isolando s obteremos
[

s = _

3.

Isto significa que as duas retas horizontais dividem a folha em trés retangulos

iguais. Agora demonstraremos que a dobragem do passo 5 determina o comprimento V2
sobre a margem direita da folha. Para isso, colocamos novamente um par de eixos
cartesianos x e y, com a origem no canto inferior esquerdo da folha. Os pontos A e B tém
coordenadas

(=00, (emum) — 0.1y @wye) = (0.3)

respetivamente. Fixamos a unidade de comprimento de modo a que as coordenadas de A’

e B sejam dadas por

(xa, ya) = (1,1), onde a designa a abscissa do ponto B', por enquanto desconhecida.
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Os pontos A" e B”sobre a linha m de dobragem (ver figura 24), sdo os pontos medios

dos segmentos AA"e BB/, respetivamente, e tém coordenadas:

71
(war,yar) = (5 5/

Figura 22-Pontos médios de dobragem

Fonte: Elaborado pelo
Pela geometria da figura, os trés angulos indicados, com vértices em A, B e B, sdo
iguais. Designamos a medida desse angulo por beta. Podemos expressar o valor de tan(5)

de trés formas distintas:

tan(3) — Ya—ya 1-0 1 2.1)
! y—xa 1—=0 I
JB 23 2.2)
[ Yp —YB : : [ (
tan(f) = 'J?;B —Ip B :1— (; Y
B ’ ‘ 3a
th—ah 55 2.3
tan(3) = Th — Th _ 29 _ l—a (2.3)
| yp—yh  t—1 -1

Igualando as duas equacdes (2.1) e (2.2), teremos:
1 l 12

77 3a “=3

Da mesma forma, igualando as equacgoes (2.1) e (2.3), e tomando o valor de a desta

ultima equacao, resulta que:

3 — ] —1=

P-312+31-3=0
Esta equacdo cubica pode também ser escrita na forma

(1-1)3-2=0, logo, substituindo t = (I — 1),
obtemos t3— 2 = 0, ou seja,

t=32

O que prova a solu¢do do problema da duplicacdo do cubo com o Origami.
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4.3. Resolucéo do problema da trissecédo do angulo

Segue abaixo a demonstracdo da trissecdo do angulo, partimos de uma folha
quadrada de papel de dimensdo arbitraria e efectuamos os seguintes passos conforme
(Suzuki, 2006, p. 33).

1. partimos de uma folha quadrada de papel ABCD;

Figura 23- Folha quadrada do papel.

A D

B C

Fonte: Elaborado pelo Geogebra
2. marcamos um ponto E na borda superior AD do quadrado, tragamos o segmento
de reta BE e consideremos o angulo agudo <EBC > 45° o qual queremos

trissectar;

Figura 24- Dobragem de um angulo agudo

P B D

B C
Fonte: Elaborado por Geogebra

3. tracamos uma reta paralela FG a AD (Axioma 4), e tracamos uma reta paralela Hl
a FG, onde H e | sd8o os pontos médios dos segmentos de retas BF e CG,
respetivamente (Axioma 3);

Figura 25- Dobragem de pontos médios dos segmentos BF e CG

T/ i

B Yo
Fonte: Elaborado pelo Geogebra
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Interpretacgdo: realizamos uma dobragem levando o ponto F ao segmento de reta
BE e o ponto B ao segmento de reta HI (Axioma 6) e marcamos os pontos B', F
e H' que séo as reflexdes dos pontos B, F e H relativamente reta de dobragem L;

4. as retas BH e BB dividem o angulo 2EBC em trés partes iguais, como se ira
justificar de seguida.

Figura 26-Dobragem de tridngulos congruentes

TR )

G

B

B - e}
L N

Fonte: Elaborado pelo Geogebra
Como uma reflexdo € uma isometria e, por construcdo, |[BH| = [HF|, temos

BH|=|BH|=|HF].

O ponto X de intersecdo das diagonais do quadrilatero BB " H " H esta
necessariamente sobre a reta L, que é mediatriz dos segmentos BB e HH . Entdo, pelo
critério LAL, os triangulos BHX e B 'H X sdo congruentes. Logo «BH B'=90°. Seja N, a
projecdo ortogonal de B' sobre o lado BC. Pelo critério LAL, vemos que os triangulos
BNB', BH B e BH' F"sdo congruentes. Em particular, os trés angulos em B sdo iguais,

como quer amos justificar.

5. CONCLUSAO

Para além do Origami assumir um papel inesperado na resolucdo dos dois
problemas classicos da geometria grega no ensino Angolano, onde estes problemas
correspondem a resolver equagdes cubicas relacionadas com a tangente comum a duas
parabolas, ele envolve conteudos matematicos muito profundos, desde a sua axiomatica,
caracterizagdo do corpo dos numeros construtiveis. Permita-nos armar que o Origami
pode também constituir um importante auxilio metodoldgico no processo de ensino-
aprendizagem da geometria no sistema Angolano. De facto, ele oferece um contexto que
permite elaborar diferentes atividades para a sala de aula, a diversos niveis de ensino, que
permitam trabalhar conhecimentos geométricos adquiridos. Neste artigo, ndo nos
focamos nesta vertente, mas a matéria te rica desenvolvida é uma base importante para

desenvolvimentos dos novos programas de Matematica na vertente da Geometria.
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